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Arbres binaires de recherche

Étant donné une suite d’entiers distincts x = (x1, . . . , xn), l’arbre binaire de recherche correspon-
dant est construit comme suit :
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Étant donné une suite d’entiers distincts x = (x1, . . . , xn), l’arbre binaire de recherche correspon-
dant est construit comme suit :
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Étant donné une suite d’entiers distincts x = (x1, . . . , xn), l’arbre binaire de recherche correspon-
dant est construit comme suit :
• Insers x1 à la racine.
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15



Propriétés

Limite locale des arbres de Mallows Arbres de Mallows Benôıt Corsini
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• Il est possible de les étendre au cas des suites infinies : x = (x1, . . . , xn, . . .) = (xi)i≥1.
• Leur branche droite correspond aux records de la suite : {i : ∀j < i, xi > xj}.
• Quand x est une suite infinie d’entiers positifs, l’arbre a une branche droite infinie.

→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ x = (4, 1, 8, 6, 9, . . .)

Limite locale des arbres de Mallows Arbres de Mallows Benôıt Corsini
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Permutations de Mallows

Définition
Une permutation de Mallows Xn,q avec paramètres n ∈ N et q ∈ [0,∞) est une permutation
aléatoire dont la distribution est

P(Xn,q = σ) = qInv(σ)Qn
k=1(1 + q + . . . + qk−1)

∝ qInv(σ) ,

la fonction Inv(σ) = |{i < j : σ(i) > σ(j)}| comptant le nombre d’inversions de σ.
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Une permutation de Mallows Xn,q avec paramètres n ∈ N et q ∈ [0,∞) est une permutation
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Arbres de Mallows

Q: Que se passe-t-il lorsqu’on considère l’arbre binaire de recherche d’une permutation de Mallows ?
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Arbres de Mallows

Permutation de Mallows

Q: Que se passe-t-il lorsqu’on considère l’arbre binaire de recherche d’une permutation de Mallows ?
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Arbres de Mallows

Permutation de Mallows Arbre de Mallows

Q: Que se passe-t-il lorsqu’on considère l’arbre binaire de recherche d’une permutation de Mallows ?
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Malgré leur définition complexe, les arbres de Mallows se construisent très facilement itérativement :
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Construction

Malgré leur définition complexe, les arbres de Mallows se construisent très facilement itérativement :
• La taille S du premier sous-arbre gauche est géométrique conditionné à être dans [0, n− 1]:

P(S = k) = qk(1− q)
1− qn

.
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Construction (approximative)

Il est possible de construire une approximation d’arbre de Mallows comme suit.
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Construction (approximative)

Il est possible de construire une approximation d’arbre de Mallows comme suit.
• Commence avec une variable géométrique G satisfaisant P(G = k) = qk(1− q).
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Construction (approximative)

Il est possible de construire une approximation d’arbre de Mallows comme suit.
• Commence avec une variable géométrique G satisfaisant P(G = k) = qk(1− q).
• Créé un arbre de Mallows de taille G et paramètre q.
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Construction (approximative)

Il est possible de construire une approximation d’arbre de Mallows comme suit.
• Commence avec une variable géométrique G satisfaisant P(G = k) = qk(1− q).
• Créé un arbre de Mallows de taille G et paramètre q.
• Attache cet arbre à gauche de la racine.
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Construction (approximative)

Il est possible de construire une approximation d’arbre de Mallows comme suit.
• Commence avec une variable géométrique G satisfaisant P(G = k) = qk(1− q).
• Créé un arbre de Mallows de taille G et paramètre q.
• Attache cet arbre à gauche de la racine.
• Répète les opérations précédentes pour le sous-arbre droit jusqu’à ce que l’arbre ait n noeuds.
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Construction (approximative)

Il est possible de construire une approximation d'arbre de Mallows comme suit.

� Commence avec une variable g�eom�etriqueG satisfaisantP(G = k) = qk(1 � q).
� Cr�e�e un arbre de Mallows de tailleG et param�etreq.
� Attache cet arbre�a gauche de la racine.
� R�ep�ete les op�erations pr�ec�edentes pour le sous-arbre droit jusqu'�a ce que l'arbre aitn noeuds.
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Construction (approximative)

AMG

Il est possible de construire une approximation d'arbre de Mallows comme suit.

� Commence avec une variable g�eom�etriqueG satisfaisantP(G = k) = qk(1 � q).
� Cr�e�e un arbre de Mallows de tailleG et param�etreq.
� Attache cet arbre�a gauche de la racine.
� R�ep�ete les op�erations pr�ec�edentes pour le sous-arbre droit jusqu'�a ce que l'arbre aitn noeuds.
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Construction (approximative)

AMG

Il est possible de construire une approximation d'arbre de Mallows comme suit.

� Commence avec une variable g�eom�etriqueG satisfaisantP(G = k) = qk(1 � q).
� Cr�e�e un arbre de Mallows de tailleG et param�etreq.
� Attache cet arbre�a gauche de la racine.
� R�ep�ete les op�erations pr�ec�edentes pour le sous-arbre droit jusqu'�a ce que l'arbre aitn noeuds.
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Construction (approximative)

AMG1

AMG2

Il est possible de construire une approximation d'arbre de Mallows comme suit.

� Commence avec une variable g�eom�etriqueG satisfaisantP(G = k) = qk(1 � q).
� Cr�e�e un arbre de Mallows de tailleG et param�etreq.
� Attache cet arbre�a gauche de la racine.
� R�ep�ete les op�erations pr�ec�edentes pour le sous-arbre droit jusqu'�a ce que l'arbre aitn noeuds.
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Construction (approximative)

AMG1

AMG2

AMG3

Il est possible de construire une approximation d'arbre de Mallows comme suit.

� Commence avec une variable g�eom�etriqueG satisfaisantP(G = k) = qk(1 � q).
� Cr�e�e un arbre de Mallows de tailleG et param�etreq.
� Attache cet arbre�a gauche de la racine.
� R�ep�ete les op�erations pr�ec�edentes pour le sous-arbre droit jusqu'�a ce que l'arbre aitn noeuds.
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Construction (approximative)

AMG1

AMG2

AMG3

Il est possible de construire une approximation d'arbre de Mallows comme suit.

� Commence avec une variable g�eom�etriqueG satisfaisantP(G = k) = qk(1 � q).
� Cr�e�e un arbre de Mallows de tailleG et param�etreq.
� Attache cet arbre�a gauche de la racine.
� R�ep�ete les op�erations pr�ec�edentes pour le sous-arbre droit jusqu'�a ce que l'arbre aitn noeuds.

Limite locale des arbres de Mallows Arbres de Mallows Benô�t Corsini
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Construction (approximative)

AMG1

AMG2

AMG3

' n(1 � q)

Il est possible de construire une approximation d'arbre de Mallows comme suit.

� Commence avec une variable g�eom�etriqueG satisfaisantP(G = k) = qk(1 � q).
� Cr�e�e un arbre de Mallows de tailleG et param�etreq.
� Attache cet arbre�a gauche de la racine.
� R�ep�ete les op�erations pr�ec�edentes pour le sous-arbre droit jusqu'�a ce que l'arbre aitn noeuds.
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Image (exacte)
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Image (exacte)
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Limite locale
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60



Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
choisi au hasard.
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
choisi au hasard.
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
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64
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Limite locale
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
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Limite locale
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Limite locale
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69



Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
choisi au hasard.

Limite locale des arbres de Mallows Limite locale Benô�t Corsini
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
choisi au hasard.

!! !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! La suite des tores((Z=nZ)d)n� 1 converge vers le graphZd.
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Limite locale

�Etant donn�e une suite de graphes(Gn)n� 1, leur limite locale est la structure observ�ee par une noeud
choisi au hasard.

!! !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! La suite des tores((Z=nZ)d)n� 1 converge vers le graphZd.

Limite locale des arbres de Mallows Limite locale Benô�t Corsini
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L'arbre canop�ee
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L'arbre canop�ee

Q: Quelle est la limite locale des arbre binaires grandissants ?
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L'arbre canop�ee
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L'arbre canop�ee
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L'arbre canop�ee

Q: Quelle est la limite locale des arbre binaires grandissants ?
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Limite locale des arbres de Mallows ?
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Limite locale des arbres de Mallows ?

AMG1

AMG2

AMG3

' n(1 � q)

Arbre de Mallows : :
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Limite locale des arbres de Mallows ?

AMG1

AMG2

AMG3

' n(1 � q)

Arbre de Mallows : Limite locale :
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Limite locale des arbres de Mallows ?

AMG1
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AMG3

' n(1 � q) ' n(1 � q)
AMG1

AMG2

AMG3

Arbre de Mallows : Limite locale :
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' n(1 � q)
AMG1
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Limite locale des arbres de Mallows ?

AMG1

AMG2

AMG3

' n(1 � q)
AMG� 1

AMG0

AMG1

Arbre de Mallows : Limite locale :
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Limite locale des arbres de Mallows ?

AMG1

AMG2

AMG3

' n(1 � q)
AMG� 1

AM ~G0

AMG1

Arbre de Mallows : Limite locale :
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Limite locale des arbres de Mallows
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Limite locale des arbres de Mallows

Th�eor�eme ( 2023)

Toute suite d'arbres de Mallows dont la taille cro�̂t et ayantq 2 [0; 1) �x �e converge locallement
presque-ŝurement vers l'arbre(o;T ) construit comme suit.

� Soit (Gi )i2Z un ensemble de variables al�eatoires ind�ependantes, toutes g�eom�etriques de
param�etreq, except�e G0 dont la distribution est biais�ee par la taille.

� Soit (Ti )i2Z une suite d'arbres de Mallows dont les param�etres sontGi et q.
� Soit T l'arbre obtenu en prenantZ et en attachant la racine de chaqueTi �a l'�el�ementi 2 Z.
� Soit o une racine choisi uniform�ement parmi les�el�ements def 0g [ V(T0).
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Toute suite d'arbres de Mallows dont la taille cro�̂t et ayantq 2 [0; 1) �x �e converge locallement
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� Soit (Gi )i2Z un ensemble de variables al�eatoires ind�ependantes, toutes g�eom�etriques de
param�etreq, except�e G0 dont la distribution est biais�ee par la taille.

� Soit (Ti )i2Z une suite d'arbres de Mallows dont les param�etres sontGi et q.
� Soit T l'arbre obtenu en prenantZ et en attachant la racine de chaqueTi �a l'�el�ementi 2 Z.
� Soit o une racine choisi uniform�ement parmi les�el�ements def 0g [ V(T0).
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Th�eor�eme ( 2023)

Toute suite d'arbres de Mallows dont la taille cro�̂t et ayantq 2 [0; 1) �x �e converge locallement
presque-ŝurement vers l'arbre(o;T ) construit comme suit.

� Soit (Gi )i2Z un ensemble de variables al�eatoires ind�ependantes, toutes g�eom�etriques de
param�etreq, except�e G0 dont la distribution est biais�ee par la taille.

� Soit (Ti )i2Z une suite d'arbres de Mallows dont les param�etres sontGi et q.
� Soit T l'arbre obtenu en prenantZ et en attachant la racine de chaqueTi �a l'�el�ementi 2 Z.
� Soit o une racine choisi uniform�ement parmi les�el�ements def 0g [ V(T0).
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Toute suite d'arbres de Mallows dont la taille cro�̂t et ayantq 2 [0; 1) �x �e converge locallement
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� Soit T l'arbre obtenu en prenantZ et en attachant la racine de chaqueTi �a l'�el�ementi 2 Z.
� Soit o une racine choisi uniform�ement parmi les�el�ements def 0g [ V(T0).
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Th�eor�eme ( 2023)

Toute suite d'arbres de Mallows dont la taille cro�̂t et ayantq 2 [0; 1) �x �e converge locallement
presque-ŝurement vers l'arbre(o;T ) construit comme suit.

� Soit (Gi )i2Z un ensemble de variables al�eatoires ind�ependantes, toutes g�eom�etriques de
param�etreq, except�e G0 dont la distribution est biais�ee par la taille.

� Soit (Ti )i2Z une suite d'arbres de Mallows dont les param�etres sontGi et q.
� Soit T l'arbre obtenu en prenantZ et en attachant la racine de chaqueTi �a l'�el�ementi 2 Z.
� Soit o une racine choisi uniform�ement parmi les�el�ements def 0g [ V(T0).
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Limite locale des arbres de Mallows

Th�eor�eme ( 2023)

Toute suite d'arbres de Mallows dont la taille cro�̂t et ayantq 2 [0; 1) �x �e converge locallement
presque-ŝurement vers l'arbre(o;T ) construit comme suit.

� Soit (Gi )i2Z un ensemble de variables al�eatoires ind�ependantes, toutes g�eom�etriques de
param�etreq, except�e G0 dont la distribution est biais�ee par la taille.

� Soit (Ti )i2Z une suite d'arbres de Mallows dont les param�etres sontGi et q.
� Soit T l'arbre obtenu en prenantZ et en attachant la racine de chaqueTi �a l'�el�ementi 2 Z.
� Soit o une racine choisi uniform�ement parmi les�el�ements def 0g [ V(T0).

Limite locale des arbres de Mallows Limite locale Benô�t Corsini
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Limite locale des arbres de Mallows
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AMG1
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Limite locale des arbres de Mallows
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101



Limite locale des arbres de Mallows
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Pourquoi \arbres toujours verts" ?
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